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Chapter 1

Introduction aux probabilités

1.1 Introduction

La théorie des probabilités est la science qui vise a modéliser les phénoménes aléatoires
qui sont des phénoménes dont on ne peut prévoir le résultat a 'avance.

La modélisation d’une experience aléatoire a travers le calcul des probabilités a été intro-
duite par Kolmogorov en 1933. Elle est essentiellement basée sur quatres objets fonda-
mentaux:

a- L’espace d’états ou univers: C’est 'ensemble de tous les résultats possibles de
I’experience aléatoire étudiée. Il est habituellement noté €2 et ses éléments, dits
événements élémentaires sont notés par w.

Exemples 1.1.1 e Pour un tirage de pile ou face, ['univers est donné par: € =

{P, F}
e Pour le lancer de deuz dés, Q = {(i,7); 1 <i<6; 1 <j <6}

b- Les événements: Ce sont des parties de I'univers €2. On notera A ’ensemble des tous
les evenements. Cet ensemble coincide souvent mais pas toujours avec I’ensemble
des parties de §2. D’une maniére générale, A doit avoir la structure d’une tribu.

Il est utile de savoir que les termes utilisés pour décrire les événement admettent
des traductions en language ensembliste:
e () : événement certain
e () : événement impossible
e AU B Au moins A ou B est réalisé
e AN B : Aet B sont réalisés
o A°=O\A : événement contraire de A.
c- La probabilité : A tout événement A de A; on associe un nombre P(A) compris

entre 0 et 1. Moralement, ce nombre mésure la vraissemblance de la réalisation de
I’événement A.

Définition 1.1.1 Etant donnés un espace d’états ) et une tribu d’événements A;
une probabilité est une mesure P sur (2, A) vérifiant P(Q2) = 1.
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4 CHAPTER 1. INTRODUCTION AUX PROBABILITES

Le triplet (£2;.A,P) est dit espace probabilisé ou espace de probabilité.

Exemple:

(i) La mesure de Lebesgue sur [0, 1]
(ii) Probabilité de Bernouilli P = pdy + (1 — p)do.
Voici quelques propriétés utiles dont certaines ne sont que des reformulations de la
définition. Soient A, B € A
e S5i AC B alors P(A) < P(B).
P(A) =1—-P(A)
P(AUB) =P(A) +P(B) —P(AN B)
P(AN B) =min(P(A),P(B))
P(AU B) = max(P(A),P(B))

Si (An),, .y est une suite croissante au sens de I'inclusion (i.e.A, C A, pour tout n €
N) alors la suite (P(An)),, oy est croissante et lim, o P(A,) = P(U, ey An)

Si (An),cy est une suite décroissante au sens de l'inclusion alors la suite
(P(An)),,cn est décroissante et lim, oo P(Ay) = P((),,cny An)

d- Variable aléatoire : (v.a. en abrégé) C’est une grandeur qui dépend du résultat de
I’experience aléatoire en question. En termes mathématiques, une v.a. X est une
application mesurable de Q dans E (E = R?:d > 1).

Maintenant, on peut définir une nouvelle probabilité Px en posant:
Px(B) = BIX~'(B)], B € B(E).
Cette probabilité est dite loi de la v.a. X.

1.2 Indépendance d’événements

Intuitivement, dire que deux événements sont indépendants revient a dire que la réalisation
de I'un ne donne aucune information sur celle de I'autre.

Exemple : On lance un dé deux fois successives; on note A: ’Avoir un nombre pair au
premier lancer’ et B:’Avoir 2 au deuxiéme lancer’.

Définition 1.2.1 1. Deuz événements A et B sont dits indépendants si P(AN B) =
P(A)P(B)

2. Soit (A;),c; une famille d’événements. Ces événements sont dits indépendants ou
mutuellement indépendants si pour toute famille finie J de I, on a :

P(() A) =[] P4)).
jet jeJ
Remarque 1.2.1 Des événements indépendants sont deuz a deux indépendants mais la

réciproque n’est pas nécesserement vraie.

Proposition 1.2.1 Si A et B sont deur événements indépendants alors A° et B sont
également indépendants. En effet; B = (AN B) U (A°N B); donc P(A°N B) = P(B) —
P(AN B) =P(B)P(A°).
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1.3 conditionnement

Définition 1.3.1 Soit (Q; A, P) un espace de probabilité et B un événement vérifiant
P(B) > 0. On définit une nouvelle probabilité Py pour tout événement A par:

P(B)

Pp(A) =P[A|B] = ————; .
Cette quantité est dite probabilité conditionnelle de A sachant B.

Définition 1.3.2 Une famille (B;),.y est dite partition de € si |
0, Vi#3j.

Bi = Q etBiﬂBj =

ieN
Proposition 1.3.1 Soient I un ensemble au plus dénombrable de N et (B;),.; une par-
tition de ) telle que P(B;) > 0; Vil

(i) Pour tout Aec A; on aP(A) =), ., Pp,(A)P(5;)

(ii) Pour tout A € A tel que P(A) >0, on a

_ Py (A)P(B)
Y Pr(AP(B)

P4(B;) jel

La derniére formule est dite formule de Bayes.

Preuve :

(i) Ona A =J;c;ANB; donc P(A) = >, Panp, = >, P, (A)P(B;)
(ii) On a pour tout j € I;

P(ANB;)  Pp(AP(B)
) = Ty T S B (AR(B)
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Chapter 2

Probabilités sur les ensembles au
plus dénombrables

Dans tout ce chapitre, {2 désignera un espace de probabilité au plus dénombrable et on
utilisera la convention que si on somme sur un ensemble vide on obtient zéro.

2.1 Construction de probabilité

Une mesure de probabilité P définie sur () est entiérement caractérisée par ses valeurs sur

les singletons. En effet, on : VA € A,
=Y P({w}).

we

Ceci découle du fait que tout événement A est une réunion disjointe de ses singletons,

ie; A=, ca{w}
Inversement, si w + p(w) est une application de €2 dans R, vérifiant ) _,p(w) = 1,
alors on peut facilement montrer que 1’application définie sur P : P(§2) par

= pw); AcP(Q)

w€eA

est une mesure de probabilité.

2.2 Variables aléatoires discreétes

Les v.a. seront representées par des lettres majiscules telles que X; Y; Z...

2.2.1 Loi d’une variable aléatoire discréte

Une v.a. X est une application mesurable de €2 dans un espace mesurable (£, 7). Etant
donné que l'univers ) est fini ou dénombrable; il en est de méme pour X (2). Dans ce
cas, on dit que X est une v.a.discrete (v.a.d. en abrégé).

La loi de X est la probabilité définie sur X (€2) dont la valeur sur les singletons est donnée

par: Vj € X(Q),
Px({j}) = Z P(w
w, X (w)=j

On supposera dans la suite que X est une v.a. réelle, i.e., F = R.
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Définition 2.2.1 On appelle fonction de répartition (fdr en abrégé) de la v.a. X et on
note Fx la fonction allant de R dans [0, 1] définie par:

Fx(z) =Px(] —o00,2]) =P(X <x); z €R.
Cette fonction vérifie les propriétés suivantes:

Proposition 2.2.1 (i) La fonction Fx est croissante et vérifie: lim,_, o Fx(z) =0 et
lim, o Fx(z) = 1.

(ii) C’est une fonction continue a droite limitée a gauche (cadlag).
Preuve :

(i) On a pour z < 2'; ona] — 0o, x] C] — 0o, 2']. La monotonie est donc obtenue en
appliquant la probabilité Py.

Maintenant, on a

1 =Px(R) =Px (| J] — cc.n]) = lim Px(] —o0,n]) = lim Fx(n).

De méme; on a :

1 =Py (R) = Px({J [, +oo]) = lim Px([-n,+oo]) = lm (1 Fx(-n))

D’ou le résultat.

(i) Soit xz € Ret (up)n>o (resp. (vn)n>0 ) une suite réele qui converge en décroissant (resp.
en croissant) vers . On a pour tout n, | — 00, uy41] C| — 00, uy] €t Ny>o] — 00, uy| =
| — oo, z] donc, par la limite décroissante de la mesure lim, . P(] — 0o, u,]) =
P(Ny>0] — 00, up]) = P(] — oo, x]). Ainsi, lim, 4o Fu,) = F(x) et F est donc
continue a droite.

De méme; ona pour tout n, | — 0o, v,] C|] — 00, Uy41], Upso] — 00,v,] =] — 00, 2],
donc par la propriété de la limite croissante, lim,,_, . F(v,) = P(] — oo, z[). Par
conséquent, F' admet une limite a gauche.

2.3 Moments d’une v.a.d

Soient [P une probabilité caractérisée par p, = P({w}) et X une v.a.d. définie sur (2, A).

Définition 2.3.1 Si ) ., |X(w)|p, < 00, on dit que X admet un moment d’ordre 1 et
on pose
E[X] =) X(w)p.-
we
Cette quantité est dite esperance mathématique ou moyenne de X.
D’une maniére générale; pour k > 0; on dit que X admet un moment d’ordre k st |X|k

admet un moment d’ordre 1. On note LF Uensembles des v.a. admettant des moments
d’ordre k.

Les propriétés suivantes sont immédiates:
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(P1) L' est un espace vectoriel sur lequel 1'esperance est linéaire
(P2) Si X est bornée alors X € L*; Vk > 0

(P3) Si X(w) = a; Yw € Q; alors E[X] = a.

(P4) Si X est une v.a. positive de £'; alors E[X] > 0.

(Ps) Silunivers € est fini alors toutes les v.a. sont dans £'.

(Ps) Pour tout A € A; E[14] = P(A).

Proposition 2.3.1 £? est un sous-espace vectoriel de L'. De plus; pour toute X € L?;
on a )
E[|X]] < E[X*).

Preuve : Soient X, Y deux v.a. de £2 et « € R. On a (aX +Y)* < 2(a®X? +Y?), ce
qui ipmlique que a X +Y € £2
Par ailleurs, le fait que | X| < 1+ |X|* nous méne & dire que £2 C L.
Maintenant, VX € £2, on a :
0 < E[(X —E[X])’] = E[X?] — 2E[XE[X]] + E[X]?* = E[X?] — E[X]*.
D’ou le résultat.
Définition 2.3.2 Soit X € L2, La variance de X; notée Var(X) est définie par :
Var(X) = E[(X — E[X])?] = E[X?] - E[X]".

D’apres Proposition 2.5.1, cette quantité est positive. On note ox sa racine carrée dite
écart type de la v.a. X.

Proposition 2.3.2 Soient X une v.a.d. définie sur S et f une fonction allant de X (Q2)
dans R. La v.a. Y = f(X) admet un moment d’ordre 1 sur (Q;P) si et seulement si f
admet un moment d’ordre 1 sur (X (Q2);Px) et on a :

(2.1) ElY] =) fIXWIPH{w}) = Y f(k)Px({k})

weQ kEX(Q)

Preuve :On a

D@, = Y R Y P({wh)

we keX(Q) weX D ({k})
= > IfRIPx({k}).
keX(Q)

Ainsi, Y est intégrable sur (€2;P) si et seulement si f est integrable sur (X (€2);Px) et on

| =S X @PGl) = Y FRPx({k)

wen kEX(Q)
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2.4 Fonction génératrice des v.a. entieres
Soit X une v.a. é valeurs dans N (v.a. entiére). On pose
pn=P[X =n]; neN.

Définition 2.4.1 La fonction génératrice de X est la fonction définie sur [0,1] par:

gx(z) ;== E[2¥] = Zx"pn.

La fonction ¢ est continue et indéfiniment dérivable. Elle sera notée g s’il ya pas risque
d’ambiguité.
D’autre part, on a

g™ (0) =n!py;n>1.

Ainsi la fonction génératrice caractérise la loi d'une v.a. entiére X.

Proposition 2.4.1 Soit X wune v.a. entiere et g sa fonction génératrice alors on a
équivalence entre:

(i) XelLl

(ii) La v.a. X est dérivable a gauche en 1.
De plus on a E[X]| = ¢'(1).

Preuve : on a

—g(1 -1
i 9 —9@) L NS
st s—1 sl s—1

n

= hﬁl (14+s5+..8"Dp,

Pn

= ann = E[X].

Les termes considérés étant positifs, on peut permuter somme et limite grace au théoréme
de la convergence monotonne.
On peut également montrer que si la v.a. X admet un moment d’ordre r, alors on a :

¢ =E[X(X —1)...(X —r+1)].

2.5 Quelques lois usuelles

2.5.1 Loi de Bernouilli B(p); 0 <p <1

Elle est généralement associée aux expériences aléatoires ayant seulement deux issues
(succes-echec). On dit que X suit la loi de Bernouilli de paramétre p et on note X ~» B(p)
si l'on a
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On a
EX]= ) kPX=k=0+p=p,
ke{0,1}
EX?] = ) KPX=Fk=p
ke{0,1}
Ainsi

Var(X)=p—p* =p(l —p).
On peut retrouver le méme résultat en utilisant la fonction génératrice des moments; on
aVa € [0;1]

g(x) =Ex¥]= Y a"po=potap=pr+1-p
nef{0;1}

Dou E[X]=¢(1) =pet

Var(X) =E[X(X - )]+ E[X] - E[X]" =¢"(1) +p—p* =p —p".

2.5.2 Loi Binomiale B(n,p); n>1,0<p<1

On dit que X suit la loi Binomiale de paramétres n et p et on note X ~» B(n,p) si l'on a
P[X = k] = C*p"(1 —p)" % k€ {0,1,...;n}.

C’est la loi de la somme de n v.a de Bernoulli indépendantes.

On a
g(X)= > afp=Clpx)*1-p)" = (pr+1-p)".
ke{0;1;...;n}
Ainsi,
E[X]=4'(1) =np
et

Var(X) = E[X (X =1 +E[X]-E[X]? = ¢"(1)+np—(np)* = n(n—1)p+np—n?p> = np(1—p)

2.5.3 Loi de Poisson P(\); (A > 0)

On dit que X suit la loi de Poisson de parametre A et on note X ~» P(\) si l'on a

)\k -k
P[X:/{:]:Fe k=0;1;2;....

On a pour x € [0;1]
) o
o) = Y atp = 3 B o e,
D’ou

et
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2.5.4 Loi géométrique G(p); (0 <p < 1)

On dit que X suit la loi géométrique de parametre p et on note X ~» G(p) si l'on a

PX =kl =p(1—p)" " k=1;2;....

o) =3 dtp=pdat1-p) T =pe 3 =) =

k>1 k>1 k>0

Ce qui implique que

et




Chapter 3

Espaces de probabilité : cas général

Definition 3.0.1 Soit X une variable aléatoire. On appelle loi de X la mesure Px sur
(Q,.A) définie par

Px(4) = B(X"'(4)).

Remarque 3.0.1 La mesure Py est la mesure image de P par X.
La mesure Px est une mesure de probabilité.

Definition 3.0.2 Soit X une v.a. a valeurs dans R. On appelle fonction de répartition
de X la fonction définie par :

F : R — R,
t +— Fx(t)sz(]—oo,t]):P(XSt)

Cette fonction sera notée Fx ou F' s’il n’y a pas de risque d’ambiguité.
Theorem 3.0.1 Soit X une v.a.r.. Alors

1. Fx est croissante
2. limy, o Fix(t) =0, limy_, o, Fx(t) =1
3. Fx est cadlag et lim,_,,- Fi(t) = P(X <to)
Fx est continue en ty si et seulement si P(X = ty) = 0.

Preuve 1 o Soient x <y. Comme | — o0, x] C| —00,y|, alors F(x) =P(] — o0, z]) <
P(] —00,y]) = F(y).

o Soit x € R et (un)n>o suite réele qui converge en décroissante vers x. On a pour

tout m, | — 00, Up+1] C|] — 00, u,] et n@O] — 00, U,| =] — 00,x] donc, par la limite

décroissante de la mesure lim,_,, o P(] — 0o, u,]) = P( N ] — o0, u,]) = P(] — o0, z]).

n>0
Ainst, limy, 100 F(u,) = F(x) et F est donc continue a droite.

e soit v € R et (v,)n>0 une suite réele qui converge en croissante vers x. Pour tout
n, | — 00, vpe1] D] — 00, vy, go] — 00,v,] =| — 00, x|, donc par la propriété de la
n

limite croissante, lim,,_, o F(v_n) = P(] — o0, z[). Ceci prouve que F a une limite a
gauche.

e On trouve également la limite de F' en +oo en utilisant la propriété de la limite
croissante et décroissante de la mesure.
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3.1 V.a. a densité

Definition 3.1.1 Soit X una v.a. & valeurs dans R%. On dit que X admet une densité
fx : RT — R* si V¢ mesurable R — R,

B(0(X)) = [ 6(@)fx(z)ds
Remarque 3.1.1 Pour ¢ =1, on a
fx(z)dz =1.
R4

Proposition 3.1.1 Soit X una v.a. a valeurs dans RY de densité fx. On a

e La loi de X vérifie :
P(X € B) = fx(z)1p(x)dx .
Rd

o La f.d.r. de X est donnée par :
¢

Remarque 3.1.2 La loi d’une variable aléatoire a densité est entierement déterminée
par cette derniere.

Example 3.1.1 Soit X une v.a.r. de densité fx :x € R+— e *1,5¢.
Calculons la fonction de répartition de X. Sit <0,

]P(X S t) = /e_xl{xzo}l{xgt}d,T =0.
R

Sit >0,

3.2 Espérance d’une v.a.

Definition 3.2.1 Soit X une v.a.r. on dit que
o X est integrable si [, | X|dP < oo
o X admet une espérance ou moyenne si fQ XdP ezxiste.

Cette espérance est donnée par : On note

Mmzéxm
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e On note pour k > 1; £* 'ensemble des v.a. telles que X* est integrable, i.e., qui
vérifient E(]X|*) < oo.

e Si X € £?, on dit que X est de carré integrable.

Remarque 3.2.1 L’espérance est une intégrale. Toutes les propriétés de l'intégrale restent
valables pour ’ésperance E.

Remarque 3.2.2 Soient X etY sont deux v.a.r. et a,b € R
i- 51 X =a, alors E(X) = a.
ii- On a : E(aX +bY) =aE(X) +bE(Y).
3i- Si X <Y alors E(X) <E(Y).
4i- Si X =Y p.p. alors E(X) =E(Y).
5i- Si X >0 et E(X) < oo alors X est finie P—p.s.
6i-] Si X >0 et E(X) =0 alors X =0 P—p.s.

Proposition 3.2.1 Soit X une variable aléatoire a valeurs dans (F,F) et f : F —
0, +00] mesurable. La v.a. f(X) vérifie :

E(/(X)) = / FdPy .

En particulier, si E = R? et X a une densité g alors
B(F(X) = [ f@)gla)de
R

Example 3.2.1 Soit X une variable aléatoire réelle de densité g
o Soit Be B(R), ona:

P(X € B) =

o E[X? = [ 2°Px(dzx) = [, 2%g(x)dx.

Definition 3.2.2 Si X est une v.a.r. de carré intégrable alors la variance de X est la
quantité

Var(X) = E(X?) — E(X)? .

Lemma 3.2.1 Var(X) = E(X — E(X))?)
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Preuve 2 On a

E(X —E(X))?) E(X? +E(X)? — 2XE(X))
= E(X?) +E(E(X )) —2R(XE(X))
= E(X?) +E(X)? - 2E(X)?
= E(X?) -E(X)’

Example 3.2.2 Soit X v.a.r. de densité v +— e 1,59, on a :

E(X) = /Rxezlezodm

“+o00
= / ze Tdx
0

+oo
(intégration par parties) = [—xe *]§> + e "dx
0
= 0+ [-€e7g>*=1.

3.3 Calcul de loi

Proposition 3.3.1 Soit X wariable aléatoire d valeurs dans R?. S’il existe une fonction
positive g définie sur RY vérifiant :
(Py ): Pour toute fonction continue bornée f: R4 — R, on a :

alors g est la densité de X.

a2 _

6\/27:2' Soient (a,b) € R* x R. Calculons
la loi de aX +b. Soit f: R — R, continue et bornée. Par la proposition précédante, on
a:

+00 67:1:2/2
E(f(eX +0)) = ar +b dz
Fax+n) = [ e
+o0 ef(y;b)z%
(changement de variable y = ax +b) = f(y) dy

Y i a
eXP<_%(yTib)2) .

2w Xa

Donc, par la proposition 3.3.1, la variable aX +b a une loi de densité y —

Exercice : Soit (X,Y) v.a. & valeurs dans R? de densité (z,y) — f(z,y) = =1p, avec
D ={(z,y); 2* +y* < 1}. Calculer la loi de X + Y.
Indication : On pose U = X +Y et V = X —Y et on utilise le changement de variable

: changement de variable
{ u = x+y { o= 4
v = z—y '’ y = %5

IS
+
e

T
<
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Solution : Soit g : R? = R* continue. On a :

E(g(X +Y)) :/ g(x+y)%1Ddxdy .

RZ

9z + ) f (. y)dady = /

R2

On considere la fonction ¢ : (z,y) — (z + y,2 — y) qui est un difféomorphisme entre D
et D' ={(u,v) € R* u®+v* < 2}. la matrice jacobienne de ¢! est:

s bl

son déterminant est —1/2. Donc

1

Bu(X+Y) = [ switn|5

dudv

(e

_ / M ( / 1,2 +vz<2dv> du (Fubini-Tonelli)
R 27 R

= / w\/ 2 — u21|u|§2du
R

™

Donc X + Y a pour densité u — %\/2 — u?1jy <o
Definition 3.3.1 Pour une fonction f : E — C avec (E, A, u) un espace mesuré quel-

conque, on note

E

[ t@ntan) = [ relutdn) +i [ ()@t

3.4 Quelques Inégalités

3.4.1 Inégalité de Jensen

Theorem 3.4.1 Soit X v.a.r. intégrable et g : R — R une fonction mesurable convexe
telle que g(X) est intégrable. Alors

9(E(X)) < E(g(X)) -
Pour la démonstration de ce théoreme, voir cours de calcul intégral.

3.4.2 Inégalité de Markov
Theorem 3.4.2 Soit X v.a.r. positive, intégrable. Soit A > 0. Alors

P(X > \) < ~E(X) .

> =

Preuve 3 On a X = X1x>)\+ X1lxcn > Al x>y donc, par la propriété de croissance

E(X) > E(Alx>))

— AP(X > \) .
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3.4.3 Inégalité de Bienaymé-Tchebichev

Corollary 3.4.1 Soit X v.a.r. telle que X? est intégrable. Alors

Var(X)

P(X — E(X)| > %) < =25

Il suffit d’appliquer I'inégalité de Markov a la v.a. | X — E(X)| pour avoir

Preuve 4

P(X -EX)| =) = P(X-EX))* =)

< SE(X —E(X)?).

3.5 Fonctions caractéristiques

Definition 3.5.1 (Fonction caractéristique) La fonction caractéristique d’une v.a. X a
valeurs dans Reest donnée par : Yu € R,

Dy (u) = E(e<vX>) |

Theorem 3.5.1 La fonction caractéristique d’une v.a.r. caractérise entierement la loi
de cette variable. C’est a dire que si X et'Y des v.a.r. de méme fonction caractéristique
alors X et'Y ont méme lo.

3.6 Quelques Lois usuelles continues

3.6.1 Loi uniforme U(.)

On dit qu'une v.a. X suit la loi uniforme sur [a,b] (a < b), notée U([a, b]): si sa densité
est donnée par : z — =11 (2).

a- Sa f.d.r. est donnée par :
0 sit<a
t

Fx(t)=4 = sia<t<b
1 sit>b

b- E[X] = %2, Var[X] = &b

. ya . , iub__ iua
c- Sa fonction caractéristique est donnée par : ®x(u) = eiu(bfa)
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Densité de la loi uniforme sur [a; b

fr—a

3.6.2 Loi exponentielle

On dit qu'une v.a. X suit la loi exponentielle de parametre A (A > 0), notée E(A) si sa
densité est donnée par : z +— Ae M 1p+ ().

I.’aire bleue correspond a
pla <X <b)

a- Sa f.d.r. est donnée par :

0, sit <0
FX(t)Z{ 1—e ™M sit>0.

b- E[X] = %, Var[X] = /\1—2

: e , uy—1
c- Sa fonction caractéristique est donnée par : ®x(u) = (1 — %)

3.6.3 la loi gaussienne (ou normale)

On dit que X suit la loi gaussienne de moyenne m € R et de variance 0> € RT, notée
1 (z—m)?2

N (m,o?) si sa densité est donnée par : x 5= €XD (— L ) Sim=0eto?=1,

on parle de loi normale centrée réduite.
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environ 95 % des dennées se simaent kel

- il o

Fréguence

On a:
a- E[X] =m, Var[X] = o?
b- Sa fonction caractéristique est donnée par : ®x(u) = exp (ium — #)

Preuve : Nous ferons la démonstration dans le cas m = 0,0 = 1,u € R. Nous avons

1 )
Dy(u) = e~ Pe

RV 27‘(’
- / \/ 2
cos xu)dx + 1

\/ 27T R 27T
2 cos(zu)dz + 0
% (zu)

Re 71/2 zux dl’+2/

1 7902/2 zux)dx
R 27T
1

2 sin(zu)dx

car I'intégrale d'une fonction impaire sur R est nulle.

1 —x?/2

Pour tout u, ‘\/%efﬁ/z COS(ZL‘U)’ < e qui est intégrable sur R. Pour tout x €

R, u #6_12/2 cos(zu) est dérivable, de dérivée u + \/%76_’”2/2(—3: sin(zu)). Pour

tous u, x, )%e*zz/z(—xsin(apu))‘ <

e

2
161/2

Nz |z| qui est intégrable sur R. En effet, par

symétrie,

1 2 tee 1 2
—22/2 o —z/2
—e zlde = 2 —e xdx
/R\/QW & /0 V2m

+oo
- [
27T 0

vl
3
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Donc par théoreme de dérivation globale

Py (u) = —P2( g sin(zu))da

1
|7
= [e‘xQ/z\/%sin(xu)]
= 0—udbx(u) .

+o0 +oo
- / e~ /2\/ 2 cos(zu)da

—00

Nous avons donc 1’équation

D’ou

U2

log(®x (u)) — log(®x(0)) = ==
By (u) = Dx(0)e /2,

Remarquons que @ (0) = E(1) = 1. Nous avons donc @y (u) = e /2.
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Chapter 4

Convergence de variables aléatoires

Dans toute la suite, (€2,.A,P) désignera un espace de probabilité et X, (X,,),, des v.a.
a valeurs dans R.

4.1 Les différents types de convergence

Definition 4.1.1 (Convergence presque sire)

. RN p.s. .
On dit que X,, converge presque surement vers X et on note X,, — X si
n—-+00

P{weQ: X(w) = lim X,(w)})=1.

n—-4o0o

Definition 4.1.2 (Convergence en probabilité) On dit que X,, converge en probabilité vers

ba. P ‘
X et on note X,, =58 X ou — st Ve >0,
n—-+00 n——+oo

P(|X — X,| >¢) — 0.

n—-4o0o

Definition 4.1.3 (Convergence dans LP) Soit p > 0, on dit que X,, converge dans LP

vers X et on note X, L—i) X siles v.a. X, (X )n>0 sont dans LP et
n—-+oo -

E(|X — X,[") — 0.

n—-+00

En particulier, on dit que X,, converge dans L' (resp. L? ) vers X si les v.a. X, (X,)n>0
sont dans L' (resp. L? ) et E(|X — X,,|) - 0. (resp. E(|X — X,,|*) — 0.)
n—-+0oo

n—-+oo

Definition 4.1.4 (Convergence en loi) On dit que X,, converge en loi vers X et on note
los
X, —

n—-+o0o

X si Vh continue bornée,

E(h(X,)) — E(h(X)).

n——+0o00
Theorem 4.1.1 Nous avons équivalence:
(1) La suite [X,] converge en loi vers X

(ii) La fonction Fx, (t) converge vers Fx(t) sur son domaine de continuité cad en tout
point t vérifiant P(X =t) =0

23
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(iii) La fonction caractéristique ®x, converge vers ®x

Theorem 4.1.2 i) La convergence presque sire entraine la convergence en probabilité
ii) La convergence L' entraine la convergence en probabilité
iii) La convergence en probabilité entraine la convergence en loi

iv) La convergence L* entraine la convergence L'.

Preuve 5 On se contentera de donner la preuve pour des variables aléartoires réelles.

i) Montrons que si [Xn 25 X] alors {Xn prots. X]. Soite >0, ona :
n—-+o00 n—+o0o

P(|Xn = X[ >€) = E(1x,-x1¢}) = E(Leso0( (| X — X)) -

Or on a Pour presque tout w, | X, (w) — X(w)| —> 0 alors on a :

n—-+o0o

Lt poof (| Xn(w) = X(@)]) — 0.

n—-+o00

Comme pour tout n, la v.a. 1eoof(| Xy, — X|) est majoréé par 1 € L*; donc par le

théoreme de convergence dominée, on obtient : E(1). o0((X, — X)) - 0.
n—-+0o0

ii) Par l'inégalité de Markov, on a : Ve > 0,

E( X, — X])

9
_>n~>+oo O

PX, — X|>¢] <

iii) Soit t un point ot Fx est continue. Soit € > 0 quelconque. On a :

P(X, <t) P(X, <t,|X — Xp| <) +P(X, <t,|X — X,| > ¢)

< PX<t+e)+P(|X - X, >¢).
Comme P(|X — X,,| >¢) — 0 alors limsup,,_,, P(X, <t) <P(X <t+e)=

n—+00
Fx(t+¢). De méme :
P(X<t—c) = P(X<t—e|X—X,|<e)+P(X <t—e |X—X,|>e)
< B(X, <) +P(X - X, >¢)

Donc liminf, ,,  P(X, <t) > P(X <t—¢)= Fx(t—c¢). Tous ces calculs sont
vrais Ve et Fx est continue en t donc lim,,_, o Fx, (t) = Fx(t).

iv) C’est une conséquence de l'inégalité de Jensen.

proba.

Proposition 4.1.1 i) Si X,, — X alors il existe une sous-suite (Xym)) vérifiant

n—-+00
Xum) —> X

n—-4o00

ii) Si X, i X qvec X = a € R alors X, o

n—-+00 n—-+00
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4.1.1 Diagramme de convergence

convergence LP =- convergence en probabilité <«  convergence p.s.

Y

convergence en loi.

4.2 Loi des grands nombres

Notation 4.2.1 (u.i.d.) Soient X1, Xs, ... des variables indépendantes de méme loi. On
dira que ces variables sont indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d. en abrégé).
On désignera pas S,, la somme des n premiers termes

S, =X+ ..+ X,.

11 est facile & voir que si X; € L?, alors E(22) = E(X;) et Var(22) = 1Var(Xy).

Theorem 4.2.1 (Loi faible des grands nombres)
Soient X1, Xo,... des v.a.r. i.i.d. de L?, on a

Xi4- 4 X, 12

n n—-+oo
Preuve 6
X, 4.4 X 2
n n
n n—-+oo

Theorem 4.2.2 (Loi forte des grands nombres)
Soient X1, Xs,... des v.a.r. i.i.d. de L*. On a:

X X s.
L A e gy

n n——+oo

4.3 Théoreme central-limite

Theorem 4.3.1 (Théoréme central-limite(TCL en abrégé))
Soit (X,,) une suite de v.a.r. i.i.d. avec E(X;) =m et Var(X;) =0* (m e R; 0 € RY).
Alors
X1+ + Xy —nm o g
— 7

O\/ﬁ n—-+00 ’

ou encore
Sn
- T~ m loi
n . Z,
\/_ﬁ n—-+0o00

avec Z une v.a. de loi N(0,1) et o l'écart type de X;.
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Preuve 7 On pose pour tout n € N*, Y, = X, —m, S, = Y1+ ---+Y,, et Z, =
X1+ +Xn—nm On a
ov/n
S/
ovn

Par conséquent, par indépendance des v.a. Y, on a :

By (t) = E (exp <2tsé))
= E (exp <U$E(Y1 +-+ Yn)))
)

o)

la derniére égalité provient du fait que les v.a. Y,; n € N* sont de méme loz.
Regardons maintenant la fonction ®y, (u) = E(e™) pour u € R. Pour tout u, E(|e™1]) =
1 < 00. Pour tout w, u > W) est dérivable et de dérivée u — iYie™ N W ). Pour tous
u, w, |Yie"@| < \Yl( )| avec Yy € L'. Donc, par théoréme de dérivation

Dy, (u) = E(iY;e") .

De méme, @Y. (u) = E(-Y7e™*). Donc @4, (0) = E(iY1) = iE(Y7) = 0, 4. (0) =
—E(Y?) = —a%. Le développement limité en 0 de ®y, est donc donné par :

Zn =

S

Dy () = Dy, (0) + ud}y (0) + 8%, (0) + o(u?)

u?o?

Donc

_427/.2
— et/
n—-+o00

par continuité de [’exponentielle.

La grande force de ce théoreme réside dans le fait qu’en manipulant n’importe quelle loi
de probabilité, on peut toujours se ramener a une loi normale d’ou 'importance de cette
derniere.

Remarque 4.3.1 Sous les hypothéses du théoréme précédent, prenonsa < b et h = 1j,).
Comme Z,convloiZ alors

E (h (X1 o UJ\“/%(” - ”m)> = E(h(2)).
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Autrement dit,

X1+ + X, —nm b o—a?/2
P < < _Fr _F |
<a - o\/n = b) notoo | om d = Fz(b) — Fz(a)

Etant donné qu’on peut lire directement sur la table de loi normale centrée réduite, cette
derniere propriété sera souvent utilisée dans les exercices.

4.3.1 Illustration

Supposons qu’on est entrain d’effectuer des lancers indépendants d’une piece de monnaie
équilibrée et notons Xj; £ € N* les v.a. qui prennent la valeur 1 si on obtient pile au
lancer numéro k et 0 sinon. Les v.a. Xi,..., X, sont i.i.d. et suivent la loi de Bernouilli
de parametre %

Ci-dessous une réprésentation graphique de la loi de S,, pour n € {1,2...12}

0.5

0.454

0.4

0.354

ZS3s333333333
L LI 1 1 (1 [ 1 o [

Pt et L 0 el 1 L L Pl

[S=

0.3

Fréquence
=]
Pt
n

0.2

0.15+

0.14

0.054

On constate que plus le nombre de tirages augmente, plus la courbe de fréquence se
rapproche d’une densité d'une loi normale.



